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1. Introducciéon

Para llevar a cabo una distritacion electoral, las estrategias cientificas en
todo el mundo tipicamente involucran la soluciéon de un problema de optimi-
zacion combinatoria, cuya meta es minimizar una funcién objetivo sujeta a
un conjunto de restricciones (ver por ejemplo [1, 2|). Este problema consiste
en particionar adecuadamente un area geografica (un pais, estado, provincia
o similares), en un conjunto de zonas conexas llamadas distritos, agrupando

un conjunto de unidades territoriales contiguas. Asi definida, una distritacion
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electoral pertenece a la clase de problemas comtinmente denominados como
diseno territorial [3].

Las distritaciones resultantes deben cumplir ciertas propiedades desea-
bles, generalmente un equilibrio poblacional razonable, una forma geométrica
compacta, contigiiidad y respeto de fronteras administrativas existentes.

Dado que el problema de distritacion electoral esta clasificado como NP-
duro en el campo de la computacion tedrica, varias aproximaciones heuristicas
a la solucion han sido propuestas (algunas recientas estén en [4, 5|).

En este articulo presentamos avances recientes en un modelo de optimi-
zacion y un procedimiento heuristico —en dos pasos— que proponemos como
apoyo en el proceso de distritacion electoral en México. En la seccion 2 da-
mos una breve introducciéon a las particularidades del caso mexicano. La
seccion 3 describe el modelo de optimizaciéon combinatoria, que se sigue en
la seccion 4, donde proponemos una metodologia en dos pasos que automati-
za completamente la generacion de un escenario de distritacion. Finalmente,
en la seccion 5 presentamos un resumen de los resultados preliminares que
hemos obtenido con nuestra aproximacion y en la secciéon 6 damos nuestras

conclusiones.

2. Distritacion electoral en México

México esta compuesto politicamente por 32 entidades federales (o entida-
des para resumir). Cada entidad esta dividida en municipios (o delegaciones
en la Ciudad de México, pero para motivos del problema son equivalentes
a los municipios), que a su vez estan divididos en unidades territoriales lla-
madas secciones, cada una con alrededor de 2,000 habitantes. El ntimero de
secciones por entidad varia de 371 en Colima a 6,430 en el Estado de México.

El Instituto Nacional Electoral (INE) esta a cargo de producir distrita-

ciones electorales federales y locales en el pais. Actualmente el INE utiliza



conceptos y herramientas de optimizacion combinatoria para ayudar en la
generacion de un primer escenario de distritacion. Cuando este escenario de
distritacion es generado, otros actores politicos (partidos, comunidades in-
digenas) tienen la oportunidad de hacer observaciones y sugerencias para
eventualmente llegar, junto con el INE y guiados por juicio humano y sen-
tido comin, al escenario final de distritacion. El proceso de distritacion que
el INE sigue, incluyendo los documentos definiendo el proyecto y sus reglas
operacionales, pueden ser consultados en [6].

Desde un punto de vista técnico, la tnica diferencia entre los procesos
local y federal es el nimero de distritos en cada entidad; las entidades siempre
tienen mas distritos locales que federales.

En los procesos federal y local, la distritacion consiste en particionar el
conjunto de secciones de cada entidad de tal forma que cada elemento en la
particion forme un distrito, y que corresponda a una zona geografica conexa
que satisfaga un conjunto de criterios. Entre estos criterios, describimos ade-
lante aquéllos que pueden ser modelados como funciones a ser optimizadas.
En aras de ser claros, en lo que sigue la discusion se centra en la distritacion

de una sola entidad, y n es el nimero de distritos deseados.

e Equilibrio poblacional. Este criterio establece que la poblacién de
cada distrito debe estar tan balanceada como sea posible; en otras
palabras, si la poblacion de la entidad es P, entonces parai=1,...,n,
la poblacion p(D;) del distrito D; debe estar tan cerca como sea posible

de la media poblacional de la entidad p = %.

Para motivos practicos es imposible el obtener un escenario de distrita-
cion con equilibrio poblacional perfecto. Con esto queremos decir que la
desviacion poblacional (p(D;)/p) — 1 seré en general distinta de 0. Por
ende, parat = 1,...,n, se permiten desviaciones poblacionales siempre
y cuando |p(D;)/p — 1| < 0.15.



e Integridad municipal. Este criterio se refiere al respeto a fronteras
administrativas existentes. En otras palabras, especifica que se debe
evitar tanto como sea posible el fraccionar municipios para formar dis-
tritos, estableciendo como una restriccién un maximo de tres fracciones

municipales en cualquier distrito.

e Compacidad geométrica. Este criterio se utiliza para evitar cual-
quier tipo de gerrymandering. Estipula que los distritos deben ser tan
‘compactos’ como sea posible; esto es, formas de distritos ‘raras’ o pa-
recidas a un ‘pulpo’ son no deseables, siendo preferibles aquéllas que se

acerquen a poligonos regulares.

El cumplir este criterio ligeramente subjetivo es una tarea dificil, dado
que los bloques basicos con los que se forman distritos son las secciones,

que a su vez no son compactas.

3. Un modelo de optimizacién combinatoria

Para construir un escenario inicial de distritacion para cada entidad, de tal
forma que se incorporen los tres criterios descritos en la seccion 2, utilizamos

la siguiente funciéon objetivo:
(min) Z = 04101 + O[QCQ + 04303, (1)

donde C7, Cy y C5 se calculan como se muestra adelante, y corresponden
respectivamente al equilibrio poblacional, la integridad municipal y la com-
pacidad geométrica. Los ponderadores aq, ais, a3 definen la prioridad de cada
criterio. En lo que se sigue, si X es una zona geografica con poblacion p(X),
entonces su indice de poblacion se denota I(X) = p(X)/p, donde p = P/n es

la media poblacional.
e La componente de equilibrio poblacional es
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donde el denominador de 0.15 corresponde a la desviacién poblacional
méxima permitida en cualquier distrito. Notese que C; = 0 si y solo
si la poblacion de cada distrito es exactamente igual a p. Definimos

a1 = 1.0 como ponderador.

La componente de integridad municipal se calcula como

n N\ 2

G150
ni—\3

donde 7; es el niimero de fracciones municipales en el i-ésimo distrito.

El denominador 3 es el maximo nimero de fracciones municipales per-

mitidas en cualquier distrito. Notese que Cy = 0 si y s6lo si el nimero de

fracciones municipales en cada distrito es cero. Definimos ay = 0.9 para

reflejar que es un poco menos importante que el equilibrio poblacional.

Supongamos que los municipios estan indexados por k. Entonces p(Mjy)
es la poblacion del municipio My, y p(My N D;) es la poblacion del
municipio M} que pertenece al distrito D;. Por lo tanto, v; = >/ Fi,

parai=1,...,n, donde

1 si0<p(DiN M) < p(My) y p(D; 0 My) >0,
Fip = para i # j,

0 de otra forma.

Por tltimo la componente de compacidad geométrica se calcula de la

siguiente manera

Cg_nz<4m_1>’



donde @Q; y A; son el perimetro y el area del i-ésimo distrito, respecti-
vamente. Notese que C3 = 0 si y solo si cada distrito es un cuadrado
perfecto. Como el criterio de compacidad geométrica tiene la prioridad

mas baja, definimos a3 = 0.5.

Por lo tanto, de (1) tenemos que el problema de optimizaciéon combinatoria
D es:

" (1—I(D)\> 0.9 /)2 0.5 [0.25Q;

_— — — — -1 2
Z( O.l5>+n;<3>+n; VA, - (2)
con las siguientes restricciones para cada distrito: (a) la desviacién poblacio-
nal debe ser menor o igual a 0.15, (b) el nimero de fracciones municipales no
puede exceder 3 y (c¢) el distrito debe estar formado por secciones enteras y

contiguas.

Un distrito que satisface todas las restricciones se le llama factible.

4. Heuristica

Como se ha dicho, el problema de optimizaciéon combinatoria descrito
en la seccion 3 es intratable computacionalmente. Mas atun, la naturaleza
de bisqueda local de la heuristica de recocido simulado o cualquiera de sus
variantes es tal que su comportamiento, algunas veces, es demasiado erratico
cuando se le utiliza para resolver el problema D: pequenos cambios en la
solucion actual puede causar cambios muy grandes indeseables en el valor de
Z.

Para superar este inconveniente utilizamos una estrategia que sigue de
cerca la que actualmente usa el INE: funciona en dos pasos guiados por el
principio de divide-y-vencerds. En un primer paso se determina de manera
completamente automatizada una particion estratégica e imparcial del con-

junto de municipios en la entidad. En el segundo paso una variante de la



heuristica de recocido simulado (SA por sus siglas en inglés [7]) conocida co-
mo aceptacién por umbrales, se aplica de forma independiente en cada clase
de la particion usando la funcién objetivo Z sin utilizar la componente de

integridad municipal, dicese:
(min) Z, = 0[101 + 04303. (3)

Con recocido simulado con aceptacion por umbrales (como con cualquier
otra heuristica de busqueda local) pequenos cambios en la solucién actual re-
sulta en cambios relativamente pequenos del valor de Z’. Méas aun, el recocido
simulado con aceptaciéon por umbrales tiene la ventaja sobre el recocido si-
mulado clasico de no necesitar calcular exponenciales. Los detalles se pueden
consultar en [8].

En resumen, aproximamos la solucion 6ptima de D a través de un proceso

de dos pasos tal y como se describe arriba. Ahora esbozaremos estos pasos.

4.1. Primer paso: El particionamiento

Para un conjunto dado de municipios adyacentes U, sea ®(U) el conjunto
de enteros A > 1 tales que 0.85\ < I(U) < 1.15\. En otras palabras, para
cada A € ®(U) es posible el formar A distritos factibles en U. Por ejemplo, si
el indice poblacional I(U) = 6.3 entonces ®(U) = {6, 7}, ya que en la zona
geografica U es tedricamente posible el formar ya sea 6 distritos con indice
6—63 = 1.05, o 7 distritos con indice 0.9; ambos dentro del £0.15 de desviacion
permitida. Notese que si, por ejemplo, I(U) = 0.5 o 1.6, entonces ®(U) es
vacio.

En este paso procesamos todos los nicleos de la entidad, dicese, aquellos

municipios My, con I(Mj) > 1.15. Para cada nicleo M, mantenemos cada

posible agrupacion U con sus municipios adyacentes siempre que



[ (M) es vacioy ®(U) = {[1(My)]} ]

o[ ®(M) #0y max{\ € ®(U)} <mix{\ € ®(M;)} +1]. (4)

Un ejemplo de la ecuacion (4) es cuando, por ejemplo, I(Mj) = 1.42 para
alguna k € {1,...,m}; en este caso W(M) =0y [I(M})] = 2. Suponiendo
que existe una agrupacion U con M), con nucleo tal que I(U) = 2.08 obte-
nemos ®(U) = {2}. Dos distritos caben perfectamente en U, cada uno con
indice 1.04 (idealmente). Un distrito estara formado por algunas secciones de
M., mientras el otro estara formado por el resto de U.

El namero de posibles agrupaciones para cada ntucleo es exponencial en el
nimero de municipios adyacentes al mismo. En toda entidad en México este
nimero es menor que 20, y en la gran mayoria esta por debajo de 10, por lo
que el tiempo de computo requerido para considerar todas las agrupaciones
es manejable.

Obviamente, en un escenario de distritacién factible todo nicleo debe
romperse. Por otro lado, se espera que un municipio que no sea un nucleo
pertenezca completamente a un tnico distrito.

Sea IC el conjunto de todas las agrupaciones U que pueden ser formadas
a partir de niicleos, y sea L el conjunto de municipios M tales que 0.85 <
I(My) < 1.15.

Notese que cualquier conjunto de elementos de K U £ independiente in-
ducen una particion {Uy, ..., U,} en el conjunto de municipios en la entidad,
donde U; es un conjunto de municipios adyacentes, para j = 1,...,w. Esta
particion es factible si existe n; € ®(U;), para j = 1,...,w, satisfaciendo
>i-1n; =n. A cada Uj le llamaremos una parte.

Sea P la colecciéon de todas las particiones factibles como han sido defini-
das. Por supuesto no todas las particiones en P tienen la misma cardinalidad.

Nuestro procedimiento selecciona heuristicamente en P una particion fac-

tible P* que, se espera a través de la heuristica de recocido simulado, nos



llevara a un escenario de distritacién con una desviaciéon poblacional baja.

En este paso, la compacidad geométrica no se toma en cuenta.

4.2. Segundo paso: recocido simulado

En este paso un procedimiento de recocido simulado se utiliza para opti-
mizar la funcion objetivo (3) en cada parte de la particion P* producida en
el primer paso.

Inicialmente, cada ntcleo es conceptualmente subdividido en las secciones
que lo componen, de tal forma que dos secciones del ntcleo puedan pertenecer
a distritos diferentes; en cambio el resto de los municipios se consideran
elementos indivisibles. Sin embargo, cuando una solucién factible no se puede
obtener bajo estas condiciones iniciales, municipios que no sean nicleos se
irdn rompiendo en secciones uno a uno hasta que una soluciéon factible se
encuentre para cada parte.

Por ultimo, el escenario de distritacion obtenido para la entidad a través
de la union de las soluciones finales es evaluado con la funcién objetivo (2).

Una ventaja de nuestra metodologia es que, como el recocido simulado se
ejecuta de manera independiente en cada parte, permite una facil paraleliza-

cion que acelera todo el proceso.

5. Resultados

Realizamos experimentos computaciones para varias entidades mexica-
nas, para poder medir el desempeno del procedimiento de dos pasos descrito
en la seccion 4. Con este objetivo, comparamos sus resultados con aquellos
obtenidos a través de la estrategia mas sencilla de utilizar recocido simulado
sin el proceso de particionamiento (seccion 4.1). En todos los casos nuestra

metodologia mejoro los resultados de usar recocido simulado directamente, o



este tltimo no llevo a soluciones factibles, confirmando asi el comportamiento
erratico esperado.

Al usar el proceso de particionamiento y después ejecutando la heuristica
de recocido simulado en paralelo en cada parte, siempre hay una mejora en
el tiempo de ejecucion comparado con ejecutar el recocido simulado en la
entidad completa. Esta mejora varia de 15 % a 20 % menor tiempo de ejecu-
cion en entidades pequenias, hasta 60 % o 70 % menor tiempo de ejecucion en
entidades més complejas.

Como ejemplo de nuestros experimentos presentamos resultados del compu-
to realizado para Aguascalientes, que es un estado relativamente pequeno que
tiene n = 18 distritos locales, y una media poblacional p = 1,184,996/18 =
65,833 (redondeada). En esta entidad, nuestra metodologia mejora el uso
directo del recocido simulado.

En aras de la claridad, en todas las tablas debajo la desviacion poblacional
se muestra multiplicada por 100.

El proceso de particionamiento produjo la particion mostrada en la figu-
ra 1; su informacién numérica correspondiente se resume en la tabla 1. Notese
que la desviacion en cada distrito de cualquier parte es idealizada; se supone
de manera implicita que el segundo paso (seccion 4.2) distribuye de manera
perfecta la poblacion de cada parte en el nimero requerido de distritos. Por
ejemplo, la parte 01 tiene una poblacion de 794,853 y esta compuesta de 12
distritos; el cociente de estas cantidades es 66,237 (redondeado). Por ende,
idealmente, cada distrito de esta parte tiene 66,237 habitantes, y por lo tanto
66,237/65,833—1 = 0.0061481 es la desviacion poblacional esperada en cada
uno de los 12 distritos.

Una vez que la particion ha sido determinada, el segundo paso arroja el
escenario de distritacion mostrado en la figura 2; la tabla 2 resume su infor-
macion numérica correspondiente. Notese que cada distrito esta dentro de la

desviacion permitida de +£15 %), y que tiene a lo més 3 fracciones municipales.

10



En comparacion, la figura 3 muestra el escenario de distritacion generado
a través de la heuristica de recocido simulado sin el proceso de particiona-

miento. La informacién numérica correspondiente se muestra en la tabla 3.

6. Conclusiones

Debe ser claro que los tres criterios que utilizamos estén en conflicto el
uno con el otro. En particular cuando consideramos los criterios de equilibrio
poblacional y de integridad municipal: los escenarios de distritacion con baja
(alta) desviacion generalmente tienen muchas (pocas) fracciones municipales.
En general, ésta es una caracteristica notable en los escenarios de distritacion
obtenidos con el uso directo de recocido simulado, sin usar ningin tipo de
particionamiento. Més atn, aunque el recocido simulado produce escenarios
de distritacion con una desviacion poblacional baja, en muchas ocasiones son
no factibles; esto es, con més de tres fracciones municipales en varios distritos,
y con un numero total excesivamente alto de fracciones municipales.

A pesar del conflicto mencionado, nuestra estrategia fue capaz de suavizar
de alguna manera el efecto de un criterio sobre el otro: obtuvimos escenarios
de distritacion factibles con baja desviacién poblacional y pocas fracciones
municipales.

Més atin, la metodologia propuesta resulta en ganancias significativas en
el tiempo total de ejecucion requerido para producir escenarios de distritacion
al procesar cada parte de la particiéon en paralelo.

A través de experimentos computaciones hemos verificado que la estrate-
gia de dos pasos mejora el uso directo de recocido simulado, o que el tltimo
no lleva a escenarios de distritacion factibles, lo que confirma su comporta-
miento erratico esperado.

Como comentario final: el particionamiento automatizado del conjunto de

municipios se realiza sin ningin tipo de intervencién humana, y por lo tanto

11



sin sesgo alguno, lo que refuerza la objetividad e imparcialidad del proceso

de distritacion politica.

Esperamos poder extender la aplicabilidad de nuestra metodologia, asi

como investigar mejoras en el desempeno de los algoritmos.
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Figura 1: Aguascalientes. La 3-particion generada en el primer paso de nues-

tra metodologia. Cada municipio tiene su indice anotado.
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Parte Distritos | Municipios | Poblaciéon | Pob. parte | Desviacion
01 12 1 66,237 794,853 0.61481
02 8 63,020 252,083 -4.27179
03 2 69,030 138,060 4.85623
Total 18 11 1,184,996 1.89874

Cuadro 1: Informacién numérica para la particién en la figura 1.

Figura 2: Aguascalientes. Escenario de distritaciéon generado al minimizar
7' en cada particion mostrada en la figura 1: Las lineas gruesas muestran

fronteras municipales; las lineas delgadas muestran fronteras distritales.
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Distrito Z 4 Cy Cs Hab. Desv. | Frac.
B | 030211 | 0.00180 | 0.00617 | 0.58950 66,252 | 0.63646 | 0
02 0.05555 | 0.00876 | 0.00617 | 0.08248 66,757 | 1.40355 | 0
P03 | 0.41747 | 0.01163 | 0.00617 | 0.80057 66,898 | 1.61773 | 0
04 0.17758 | 0.00375 | 0.00617 | 0.33655 65,228 | -0.91899 | 0
05 0.12078 | 0.00143 | 0.00617 | 0.22759 65,459 | -0.56810 | 0
B | 046672 | 0.00785 | 0.00617 | 0.90663 66,708 | 1.32912 | 0
07 0.27855 | 0.00044 | 0.00617 | 0.54511 65,627 | -0.31291 | 0
08 0.20918 | 0.01225 | 0.00617 | 0.38275 66,926 | 1.66026 | 0
P09 | 0.14706 | 0.02192 | 0.00617 | 0.23918 64,371 | -2.22077 | 0
10 0.06082 | 0.00807 | 0.00617 | 0.09440 66,720 | 1.34735 | 0
P | 022217 | 0.01170 | 0.00617 | 0.40983 66,901 | 1.62229 | 0
12 0.09813 | 0.01411 | 0.00617 | 0.15692 67,006 | 1.78178 | 0
13 0.32437 | 0.02829 | 0.00000 | 0.59215 64,172 | -2.52305 | 0
14 0.51655 | 0.02246 | 0.00000 | 0.98817 64,353 | -2.24811 | 0
15 0.38109 | 0.10214 | 0.00000 | 0.55789 62,677 | -4.79395 | 0
PUI6 | 0.84227 | 0.25147 | 0.00000 | 1.18158 60,881 | -7.52206 | 0
17 0.58652 | 0.13940 | 0.00617 | 0.88311 69,520 | 5.60053 | 1
B | 0.38527 | 0.07515 | 0.00617 | 0.60913 68,540 | 4.11192 | 0
Total | 5.59217 | 0.72263 | 0.08642 | 9.58354 | 1,184,996 | 2.34550 | 1

Cuadro 2: Resultados numéricos del escenario de distritaciéon la figura 2,

usando Z como funcién objetivo.
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Figura 3: Aguascalientes. Escenario de distritacion generado al minimizar Z

en la entidad completa, sin particionamiento previo.
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Distrito Z 4 Cy Cs Hab. Desv. | Frac.
B | 0.24924 | 0.00933 | 0.01235 | 0.45760 64,879 | -1.44912 | 2
02 0.22911 | 0.00262 | 0.01235 | 0.43077 65,328 | -0.76709 | 2
P03 | 0.42467 | 0.00246 | 0.02469 | 0.79997 66,323 | 0.74431 | 4
04 0.35751 | 0.01482 | 0.01235 | 0.66316 67,035 | 1.82583 | 2
05 0.23676 | 0.00497 | 0.03086 | 0.40802 66,529 | 1.05722 | 5
B | 030274 | 0.00565 | 0.01852 | 0.56085 66,575 | 1.12709 | 3
07 0.11979 | 0.00638 | 0.00617 | 0.21571 65,044 | -1.19849 | 0
08 0.28722 | 0.00016 | 0.01235 | 0.55190 65,958 | 0.18987 | 2
P09 | 0.12767 | 0.00757 | 0.00617 | 0.22909 66,692 | 1.30482 | 0
10 0.33102 | 0.00004 | 0.00617 | 0.65085 65,893 | 0.09114 | 0
P | 0.04756 | 0.00001 | 0.00617 | 0.08399 65,858 | 0.03797 | 0
12 0.18110 | 0.00380 | 0.00617 | 0.34349 65,224 | -0.92507 | 0
13 0.07988 | 0.00012 | 0.00617 | 0.14841 65,726 | -0.16253 | 0
14 0.26005 | 0.00327 | 0.00617 | 0.50244 65,268 | -0.85823 | 0
15 0.33071 | 0.00082 | 0.00617 | 0.64867 65,550 | -0.42988 | 0
6T | 0.36828 | 0.00660 | 0.01852 | 0.69003 65,031 | -1.21823 | 3
17 0.16770 | 0.00051 | 0.00617 | 0.32326 65,610 | -0.33874 | 0
B | 0.24098 | 0.00420 | 0.01235 | 0.45134 66,473 | 0.97216 | 2
Total | 4.34198 | 0.07332 | 0.20988 | 8.15956 | 1,184,996 | 0.81654 | 25

Cuadro 3: Resultados numéricos del escenario de distritacion en la figura 3.
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